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Objetivos:

e Conocer los problemas mas habituales de la correlacion lineal al tratar con
datos observacionales.

e Conocer los elementos basicos de las técnicas utilizadas para resolver las
limitaciones del método de estimacion por Minimos Cuadrados Ordinarios.

1 Multicolinealidad

El término colinealidad (o multicolinealidad) en Econometria se refiere a una
“Situacién en la que dos o mas variables  situacion en la que dos o mas variables explicativas se parecen mucho vy, por
explicativas se parecen mucho y resulta  tanto, resulta dificil medir sus efectos individuales sobre la variable explicada.

dificil medir sus efectos individuales sobre  Fste fendmeno puede presentarse con frecuencia en un contexto de series
la variables explicada” temporales y con series macroeconémicas. Por ejemplo, la poblacion y el PIB
en general suelen estar altamente correlacionados.

Podemos encontrar:

e Multicolinealidad exacta: Se da cuando los valores de una variable
explicativa se obtienen como combinacién lineal exacta de otras.

e Multicolinealidad de grado: Se da cuando los valores de diferentes
variables estan tan correlacionados que se hace casi imposible estimar con
precision los efectos individuales de cada uno de ellos.

2 Multicolinealidad Exacta

En el caso de la multicolinealidad exacta, el determinante:
IX'X| =0
Lo que significa que el sistema de ecuaciones de los estimadores MCO,
X'XB=X'Y
tiene infinitas soluciones.

2.1 Multicolinealidad de Grado

Cuando dos o mas variables explicativas en un modelo estan altamente
correlacionadas en la muestra, es muy dificil separar el efecto parcial de cada una
de estas variables sobre la variable dependiente. La informacidon muestral que
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incorpora una de estas variables es casi la misma que la del resto de las
correlacionadas con ella.

En este caso, el determinante |X'X| = 0. Matematicamente, existira una solucién
unica al problema de la minima suma de cuadrados, pero también existiran
muchas soluciones casi iguales a ella.

Los sintomas de este problema que podemos encontrar son fundamentalmente:

e Las estimaciones de los pardmetros MCO son muy sensibles a la muestra:
pequefios cambios en los datos o en la especificacion provocan
grandes cambios en las estimaciones de Los coeficientes.

e Las estimaciones de los coeficientes presentan signos distintos a los
esperados o magnitudes poco razonables.

e El efecto mas pernicioso de la existencia de un alto grado de
multicolinealidad es el de incrementar las varianzas de los coeficientes
estimados por MCO. Como consecuencia, los test de significatividad de
los parametros individuales no son fiables (se tiende a concluir que las
variables no son significativas individualmente).

e Se obtienen valores altos del R? aun cuando los valores de los
estadisticos t de significatividad individual son bajos. El problema reside en
la identificaciéon del efecto individual de cada variable explicativa, no
tanto en su conjunto. Por eso, si se realiza un contraste de significatividad
conjunta de las variables explicativas, se concluird normalmente que las
variables son significativas en conjunto, aunque individualmente cada
una de ellas no lo sea.

2.2 Diagnostico de la Multicolinealidad

Para decidir si la colinealidad de grado constituye un problema debemos tener en
cuenta los objetivos de nuestro analisis concreto. Por ejemplo, la colinealidad no
nos preocupa demasiado si nuestro objetivo es predecir, pero es un problema

muy grave si el andlisis se centra en interpretar las estimaciones de los
problema grave s1 queremos interpretar parémetros.

“La colinealidad no es problema si

nuestro objetivo es predecir, pero es un

las estimaciones de los pardmetros” . . .. . . .
Una primera aproximacion para diagnosticarla consiste en obtener los

coeficientes de correlacion muestral simples para cada par de variables
explicativas y ver si el grado de correlacion entre estas variables es alto. Pero
se puede dar el caso de tener una relacion lineal casi perfecta entre tres o mas
variables y sin embargo, las correlaciones simples entre pares de variables no ser
mayores que §,5.

Otro método consiste en realizar la regresion de cada variable explicativa
sobre el resto. Se realizan j regresiones, y se obtienen los coeficientes de
determinacion R]-Z. Si alguno de ellos es alto, podemos sospechar la existencia de
colinealidad.
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2.3 Soluciones para la Multicolinealidad

El problema de colinealidad se reduce a que la muestra no contiene suficiente
informacién para estimar todos los parametros. Por ello, resolver el problema
requiere afadir nueva informacién, sea muestral o extramuestral, o cambiar la
especificacién. Algunas posibles soluciones en esta linea son:

¢ Adadir nuevas observaciones. Si realmente es un problema muestral, una
posibilidad es cambiar de muestra porque puede ser que con nuevos datos
el problema se resuelva, aunque esto no siempre ocurre. La idea consiste
en conseguir datos menos correlacionados que los anteriores, bien
cambiando toda la muestra o simplemente incorporando mas datos en la
muestra inicial. No siempre resulta facil obtener mejores datos por lo que
muy probablemente debamos convivir con el problema teniendo cuidado
con la inferencia realizada y las conclusiones de la misma.

e Restringir parametros. Si la Teoria Econdmica o la experiencia sugieren
algunas restricciones sobre los parametros mas afectados por la
colinealidad, imponerlas permitird reducir el problema. Obviamente, se
corre el riesgo de imponer restricciones que no son ciertas.

e Suprimir variables. Si se suprimen variables que estan correlacionadas
con otras, la pérdida de capacidad explicativa serd pequeia y la
colinealidad se reducird. Esta medida puede provocar otro tipo de
problemas, ya que si la variable que eliminamos del modelo realmente si es
significativa, estaremos omitiendo una variable relevante, lo que harad que
los estimadores de los coeficientes del modelo y de su varianza sean
sesgados por lo que la inferencia realizada no seria valida.

¢ Transformar las variables del modelo. Si la colinealidad se debe a que se
estan relacionando series temporales con tendencia, puede convenir
transformar las variables para eliminar esta tendencia.

3 Heterocedasticidad

Uno de los supuestos del modelo de regresion lineal es la homocedasticidad de
la perturbacién aleatoria, es decir, que todos los términos de la perturbacion
se distribuyen de la misma forma alrededor de la recta de regresion: tienen
la misma varianza (varianza constante):

Var[u;] = Var[y] = ¢2,vi #

Cuando no se cumple esta condicidn, es decir, cuando la dispersion de los
“Se da cuando la dispersion de los  términos de perturbacién es diferente para diferentes valores de la variable
términos de perturbacion es diferente  explicativa, nos encontramos con la heterocedasticidad.

para diferentes valores de la variable ) 5 patergcedasticidad tiene importantes consecuencias en el método de

explicativa” estimacion MCO. Los estimadores de los coeficientes siguen siendo insesgados,
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pero la estimacion de los errores estandar de esos pardmetros no es valida (que
denotaremos SE estimado). Por esta razén, no podemos construir intervalos de
confianza ni hacer pruebas de hipdtesis correctas, pues para hacerlos se utiliza el
error estandar.

Tratar con la heterocedasticidad no es féacil, porque puede seguir muchos
patrones diferentes. Un Ejemplo, es el caso en el que la dispersién de los
términos de perturbacién alrededor de la linea de regresidon va creciendo a
medida que el valor de la variable explicativa X crece, como se muestra en el
siguiente grafico:

Homocedasticidad: Heterocedasticidad:
Varianza de la perturbacion constante Varianza de la perturbacion creciente con X
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Ejemplo:

Supongamos que tenemos datos del nivel de renta y el gasto en alimentacién
para un numero grande de familias. Si representamos en un grafico el gasto en
alimentaciéon frente a la renta, es de esperar que encontremos
heterocedasticidad, ya que, probablemente, la dispersién en el gasto en
alimentacion para diferentes niveles de renta aumente con la renta.

e Las familias con nivel de renta bajo tienen menos flexibilidad en su nivel de
gasto en alimentacién, de manera que veremos poca dispersion en el gasto
de alimentacién para dichas familias.

e Por el contrario, entre las familias con nivel de renta alto, encontraremos
unas que gasten mucho en alimentacién y otras con preferencias diferentes
que gasten menos en alimentacién, destinando su renta a otros usos.

4 Tratamiento de la Heterocedasticidad

Una solucidon utilizada habitualmente para resolver el problema de la
heterocedasticidad consiste en utilizar los estimadores calculados mediante el
método de minimos cuadrados ordinarios (MCO), pero no sus Errores Estandar
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(SE), sino en su lugar los llamados Errores Estandar Robustos (o errores
estandar de Eicker-White, que denotaremos RSE). Esta técnica tiene la ventaja de
que puede aplicarse sin necesidad de conocer el patréon concreto que sigue la
heterocedasticidad en cada caso.

Los RSE son estimadores de los errores estandar de los coeficientes
estimados que tienen en cuenta la heterocedasticidad de la muestra de datos, de
forma que pueden utilizarse para realizar inferencia estadistica inmune a la
heterocedasticidad. Lo vemos con mas detalle en el caso del modelo
econométrico de dos variables:

Vi = Bo+Bix; +uy

En el que cada término de perturbacién aleatoria u; tiene una desviacién tipica
SD(ui).

El célculo del estimador MCO de la pendiente [?1 se puede expresar como una
suma ponderada:

n
31 = Z peso; y;
i=1

Donde cada peso viene dado por la férmula:

peso; = —n(xi — f)_

= (g — x)?
Esta férmula dice que el peso de cada observacion es la desviacién del valor de x
correspondiente a esa observacion respecto de la media de los valores de x,
dividida por la varianza de x (recordamos que Var(x) = %Z{;l(xi —%)?%) por el
numero de observaciones).

Dado que asumimos que todos los u; son independientes, y no estan
correlacionados con los valores de x, que son fijos en todas las muestras,
podemos calcular la varianza (que es el cuadrado del Error Estandar) de f3;, como:

Var(B,) = z:pesoi2 - SD (u;)?

Y el Error Estandar del estimador f3; es la raiz cuadrada:

n

SE(B) = z:pesoi2 - SD (u;)?

i=1
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En caso de homocedasticidad, la SD(u;) es la misma en todas las observaciones, y
podemos expresarla simplificadamente SD(u).

En el método MCO, se utiliza el valor llamado RMSE (raiz del error cuadratico
medio, o Root-mean-square error, también llamado error estandar de la
regresion) para medir la dispersion de los datos observados respecto de la linea
de regresion:

RMSE =

En otras palabras, el RMSE es una medida del tamaiio tipico de los residuos, y
se utiliza como estimador de la desviacion estandar SD(y;), ya que el verdadero
valor de la SD es desconocido.

Asi pues, el RMSE nos sirve para calcular un estimador del SE de los coeficientes:

n
SEestimado(f,) = z:pesoi2 - RMSE?

i=1

Nuestro problema es que el RMSE es un valor fijo, y si hay heterocedasticidad, no
podemos tomar un valor fijo para estimar la SD(u;), pues precisamente en cada
observacion la desviacion sera diferente, y la estimacion que resulte no serd
valida.

Para estimar el Error Estdndar Robusto, no utilizaremos como estimador de cada
SD(u;) un valor del residuo tipico, sino el residuo #; correspondiente a cada
observacion, y de esta forma si tenemos en cuenta las diferencias:

=y — 9i = vi — (Bo + P1x1)

RSEestimado(B,) =

4.1 Contraste de Significatividad Individual de los Parametros

Una vez que tenemos estimadores del Error Estandar de los parametros que son
inmunes a la heterocedasticidad (el RSE), se puede demostrar (la demostracion
queda fuera del alcance de este curso) que el estadistico definido como:

_ k-8
RSE estimado(ﬁl)
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tiene una distribucién t-student, que tiende a una distribucién normal al crecer el
tamafo de la muestra. Por tanto, podemos usarlo como estadistico de contraste
para verificar la hipétesis de que el valor del pardmetro estimado f3; sea un cierto
dado f; para un nivel de confianza dado.

Una de las pruebas mas comunes es verificar la hipdtesis de partida (Hg) de que
el parametro B, sea igual a cero (y si es asi, entonces la variable x
correspondiente no interviene para explicar y, por lo que ha de ser eliminada del
modelo), o bien sea diferente de cero (y entonces se descarta la hipdtesis de
partida He, y se concluye que si es una variable significativa para explicar y).

El procedimiento consiste en calcular el estadistico de prueba:

Br=0
RSEestimado(f;)

to—

y compararlo con el valor en las tablas de la distribucidn t-student para un nivel
de significatividad (a) dado (por ejemplo a = 0,05, que corresponde a un nivel de
confianza del 95%), y para n —k grados de libertad (siendo n el tamafio de la
muestra y k el nimero de variables explicativas).

Si [to] > t,‘ffi, entonces rechazo la hipétesis Hg, y la acepto en caso contrario.
Nétese, que hemos tomado el valor en tablas correspondiente a 0‘/2, porque el
valor puede estar fuera de la zona de aceptacién por la izquierda o por la derecha,

como se muestra en la figura:

Regiones de aceptacién y rechazo de H, en el
modelo de dos colas

_taf/Z,g! ﬁl =0 +ta:/2,gl
B e ——
Region de rechazo  Region de aceptacion de H, ~ Region de rechazo
de Hy de Hy

Figura 5. 3

Por otro lado, es importante advertir que en presencia de heterocedasticidad no
tiene sentido considerar el error estandar de la regresién (RMSE) o el R? como
medidas de bondad del ajuste.
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5 Autocorrelacion

Hay situaciones, como con frecuencia ocurre al tratar con datos de series
temporales, en las que no se cumple el supuesto del modelo de que los términos
de perturbacion aleatoria son independientes unos de otros. Al contrario, hay una
correlacion entre la perturbaciéon de un periodo y la del periodo anterior
(denotaremos el periodo con el subindice t).

Ejemplo:

Supongamos que tenemos datos anuales de la cantidad de cigarrillos demandada
(C) y su precio en ese afio, en el periodo 1960 - 1990, segun el modelo:

C, = By + BiPrecio, + u, t = 1960, 1961, ..., 1998

Los factores que influyen en la demanda recogidos en u,, como la moda de fumar
o el gasto en publicidad cambian lentamente, de forma que los de 1960 seran
similares a los de 1961, y los de 1985 a los de 1986. Si esto es cierto, y esos
factores influyen significativamente en la demanda de cigarrillos, entonces los
términos u; no seran independientes entre si.

Se utiliza el término Autorregresion para referirse a un modelo de regresién en
“La autorregresion se refiere a un modelo €l que hay autocorrelacién, esto es, un modelo en el que una variable se expresa
en términos de ella misma. El orden de la autorregresion indica el nimero de
observaciones utilizadas:

de regresion en el que hay autocorrelacion”

Autorregresion de primer orden: Zi= Bo+ P1Zi—1 + u;

Autorregresion de segundo orden: Zi= Bo+ P1Zi1+LrZi 5+ u;

Nos centraremos en el modelo de autorregresion de primer orden (AR1), en el que
estan correlacionadas las perturbaciones aleatorias. El modelo AR1 mas simple se
puede expresar con las dos ecuaciones:

Ve = Bo+ Bixe + u;

siendo U = pu,_,+v, con—-1<p <1

En las que v, son términos aleatorios independientes, y podemos interpretar p
como un coeficiente de correlacion entre el término de perturbaciéon ude un
periodo y el del periodo anterior. Asi expresamos el significado de la
autocorrelacion: que los valores actuales estan influidos por los valores pasados.
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6 Consecuencias de la Autocorrelacion
Si tenemos autocorrelacién de la perturbacion aleatoria:

e Los estimadores MCO siguen siendo insesgados (su valor medio
esperado sigue siendo el verdadero valor del parametro).

e Los errores estandar de los estimadores MCO son inconsistentes (si la
correlacién es positiva, se estimaran sistematicamente demasiado bajos, y
a la inversa): Este sesgo no se soluciona con tamafios muestrales mayores.

e Los estimadores MCO ya no serdn los mejores posibles. Veremos que
se pueden encontrar otros con menor error estandar.

En definitiva, la inferencia estadistica se ve afectada, y los contrastes de
hipétesis, al depender de los errores estandar de los estimadores, no seran
fiables, con lo que las pruebas pierden validez.

7 Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Podemos expresar el modelo AR1 con una sola ecuacién, sustituyendo la
expresion de la perturbacion en la primera ecuacion:

Ye= Bot+ Brixe + pus+ v

Para resolver los problemas que causa la autocorrelacion, deseamos eliminar el
término pu,_,, de forma que nos quedemos solo con v,, y asi poder volver a
contar con la validez de los supuestos del modelo econométrico clasico.

Todos los y, se estiman con la misma ecuacién, de modo que el valor de la
variable en el instante t-1es:

YVeo1 = Bot+ BiXe1+ Upq
Que multiplicada por p, es:
PYe-1= pPot+ pPixe1+ pus 4
Y, restando esta ecuacion de la primera:
Ye— PYi-1= Bo(1— p) + Bix; — pPixi1 + vy
Definimos ahora las nuevas variables y; y x; de la siguiente forma:

*

Ve = Ye— PVt—1

*x __
Xt = X =P X1
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Y obtenemos finalmente la ecuacion:
Vi = Bo(1—p) + Bix{ + v,

La estimacién de minimos cuadrados sobre este nuevo modelo transformado se
conoce como Minimos Cuadrados Generalizados. El nombre viene del hecho de
que es un caso mas general, del que el MCO es un caso particular para p = 0.

En la practica, como no conocemos el valor de p, tendremos también que
estimarlo, lo que da lugar al método de Minimos Cuadrados Generalizados
Factible (MCGF). Hay diversas formas de estimar p, por lo que resultan varios
estimadores conocidos como MCFG.

Una de las formas de estimar p es la de Prais y Winsten. En este método,
calculamos la regresidn lineal auxiliar de los residuos en el periodo t sobre los
residuos en el periodo t-1 en el origen (es decir sin término independiente).

El estimador p de p sera la pendiente de esta regresion auxiliar. Con este valor de
p podemos calcular el modelo transformado, y hallar los estimadores de los
parametros B (que ya hemos visto que son los mismos que los obtenidos por
MCO) y sus errores estandar correspondientes (que son necesarios para poder
realizar inferencias y contrastes validos). Una vez que tenemos estos resultados,
ya no necesitamos utilizar los datos transformados x; e y{, sino los originales.

8 Resumen

e El término colinealidad (o multicolinealidad) en Econometria se refiere a
una situacioén en la que dos o mds variables explicativas se parecen mucho
y, por tanto, resulta dificil medir sus efectos individuales sobre la variable
explicada.

e Uno de los supuestos del modelo de regresion lineal es la
homocedasticidad de la perturbacidon aleatoria, es decir, que todos los
términos de la perturbacién se distribuyen de la misma forma alrededor de
la recta de regresion: tienen la misma varianza.

e Hay situaciones, como con frecuencia ocurre al tratar con datos de series
temporales, en las que no se cumple el supuesto del modelo de que los
términos de perturbacién aleatoria son independientes unos de otros. Al
contrario, hay una correlaciéon entre la perturbacién de un periodo y la del
periodo anterior (denotaremos el periodo con el subindice t).
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