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Objetivos  

 Objetivo: Estudiar algunas características numéricas asociadas a las variables 
aleatorias. 

1 Introducción 

Todos los seres humanos tenemos características numéricas que nos identifican y nos 
distinguen de otras personas. Por ejemplo: La edad, estatura, talla, peso, etc. Si pudiéramos 
considerar la totalidad de todos estos números para una persona en particular, la 
identificaríamos de manera única. Algo similar sucede con las variables aleatorias. En esta 
sección, estudiaremos algunas características numéricas asociadas a las variables 
aleatorias. 

2 Esperanza 

La esperanza de una variable aleatoria 𝑋 es un número denotado por 𝐸(𝑋) y que se 
calcula como sigue:  

Si 𝑋 es discreta, entonces: 

 

𝐸(𝑋) =∑𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥),

𝑥

 

 

En donde la suma se efectúa sobre todos los posibles valores que pueda tomar la 
variable aleatoria, y se define cuando esta suma sea absolutamente convergente. El 
número de sumandos puede ser finito o infinito dependiendo del conjunto de valores 
de la variable aleatoria. Si 𝑋 es continua con función de densidad 𝑓(𝑥), entonces la 
esperanza es: 
 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥,
∞

−∞

 

 

Suponiendo que esta integral es absolutamente convergente. Si la suma o integral 
anteriores no cumplen esta condición de convergencia absoluta, entonces se dice que la 
esperanza no existe. La esperanza de una  
variable aleatoria es entonces un número que indica el promedio ponderado de los 
diferentes valores que puede tomar la variable. A la esperanza se le conoce también con 
los nombre de: media, valor esperado o valor promedio. En general, se usa la letra 
griega 𝜇 (mu) para denotarla. 
La integral o suma arriba mencionada pueden no ser convergentes, y en ese caso, se 
dice que la variable aleatoria no tiene esperanza finita. La esperanza es uno de los 

“Si la suma o integral anteriores no cumplen 

esta condición de convergencia absoluta, la 

esperanza no existe” 

“Esperanza: número que indica el promedio 

ponderado de los diferentes valores que 

puede tomar la variable” 
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conceptos más importantes en probabilidad y tiene un amplio uso en las aplicaciones y 
otras ramas de la ciencia. 
Ejemplo 1: Sea 𝑋 una variable aleatoria discreta con función de densidad dada por la 
siguiente tabla. 
 

𝑥 0 1 2 3 4 

𝑓(𝑥) 
1/3 1/8 1/4 1/8 1/5 

Tabla 1: Ejemplo 1 

La esperanza de 𝑋 es el número: 
 

E(X) =∑𝑥𝑓(𝑥)

𝑥

= 0 ×
1

3
+ 1 ×

1

8
+ 2 ×

1

4
+ 3 ×

1

8
+ 4 ×

1

5
= 1.8 

 

Observe que la suma su efectúa para todos los valores de x indicados en la tabla, es 
decir: 0, 1, 2, 3 y 4. También es instructivo observar que la esperanza no es 
necesariamente uno de los valores tomados por la variable aleatoria. 
Ejemplo 2: Considere la variable aleatoria continua 𝑋 con función de densidad 𝑓(𝑥)  = 3𝑥, 
para 𝑥 ∈  (0, 1), siendo cero fuera de este intervalo. La esperanza de 𝑋 es 
 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

= ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= 𝑥3𝑥 𝑑𝑥 =
3

4
𝑥3 |

1
0
=  
3

4
 

 

Observe que la integral sólo es relevante en el intervalo (0, 1), pues fuera de dicho 
intervalo la función de densidad se anula. 
Propiedades de la Esperanza: 

 𝐸(𝑐) =  𝑐. 
 𝐸(𝑐𝑋)  =  𝑐𝐸(𝑋). 
 Si 𝑋 ≥ 0, entonces 𝐸(𝑋) ≥ 0. 
 𝐸(𝑋 +  𝑌 )  =  𝐸(𝑋)  +  𝐸(𝑌 ). 

3 Varianza 

Vamos ahora a definir otra característica numérica asociada a las 𝑣. 𝑎 llamada varianza. 
Se denota por 𝑉𝑎𝑟(𝑋) y se define como sigue: 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =

{
 
 

 
 ∑(𝑥 − 𝐸(𝑋))2𝑓(𝑥)

𝑥

𝑆𝑖 𝑋 𝑒𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑎.

∫ (𝑥 − 𝐸(𝑋))
2
𝑓(𝑥)

∞

−∞

𝑆𝑖 𝑋 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎.
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Observe que en una sola expresión, la varianza, se puede escribir como sigue 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))2].  

La varianza es una medida del grado de dispersión de los diferentes valores tomados por 
la variable. Se le denota regularmente por la letra 𝜎2 (sigma cuadrada). A la raíz 
cuadrada positiva de la varianza, esto es 𝜎, se le llama desviación estándar. Nuevamente 
la anterior suma o integral puede no existir, y en ese caso decimos que, la variable 
aleatoria no tiene varianza finita. Observemos que para calcular 𝑉𝑎𝑟(𝑋) necesitamos 
conocer primero 𝐸(𝑋). Veamos algunos ejemplos sencillos". 

Ejemplo 3: Calcularemos la varianza de la variable aleatoria discreta 𝑋 con función de 
densidad dada por la siguiente tabla. 

 

𝑥 
0 1 2 3 4 

𝑓(𝑥) 
1/3 1/8 1/4 1/8 1/5 

Tabla 1: Ejemplo 3 

Recordemos primeramente que por cálculos previos  𝐸(𝑋)  = 1.8. Aplicando la definición 
de varianza tenemos que: 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =∑(𝑥 − 𝐸(𝑋))2𝑓(𝑥)

𝑥

= (0− 1.8)2 ×
1

3
+⋯+ (4 − 1.8)2 ×

1

5
= 10.2 

 

Ejemplo 4: Calcularemos la varianza de la variable aleatoria continua 𝑋 con función de 
densidad f(𝑥)  = 3𝑥, para 𝑥 ∈  (0,1). En un cálculo previo, habíamos encontrado que 
𝐸(𝑋) = 3/4.  

Por lo tanto, 

           𝑉𝑎𝑟(𝑋) = ∫ (𝑥 − 𝐸(𝑋))
2

∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

= ∫ (𝑥 − 3/4)23𝑥 𝑑𝑥      =
1

0

∫  (3𝑥3 −
9𝑥2

2
+ 27𝑥/16)𝑑𝑥 = (

3𝑥4

4
−
3𝑥3

2
+ 27𝑥2/16) |0

1 = 0.093
1

0

 

Propiedades de la varianza: 
 𝑉𝑎𝑟(𝑋) ≥  0 
 𝑉𝑎𝑟(𝑐) =  0. 
 𝑉𝑎𝑟(𝑐𝑋) = 𝑐2 𝑉𝑎𝑟(𝑋). 
 𝑉𝑎𝑟(𝑋 +  𝑐) =  𝑉𝑎𝑟(𝑋). 
 𝑉𝑎𝑟(𝑋)  =  𝐸(𝑋2) −  𝐸2(𝑋). 
 En general, 𝑉𝑎𝑟(𝑋 +  𝑌 )  ≠ 𝑉𝑎𝑟(𝑋) +  𝑉𝑎𝑟(𝑌 ). 

“Varianza: mide el grado de dispersión de 

los diferentes valores tomados por la 

variable” 
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4 Momentos 

Finalmente definimos el 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 momento de una variable aleatoria 𝑋, cuando existe, 
como el número 𝐸(𝑋𝑛), para cualquier valor natural de 𝑛. El 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 momento central 
de 𝑋, cuando existe, es el número 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑛], en donde 𝜇 =  𝐸(𝑋). Observe, que el 
primer momento de 𝑋 es simplemente la media, y el segundo momento central es la 
varianza. Tenemos entonces que si 𝑋 es una variable aleatoria con función de densidad 
o de probabilidad 𝑓(𝑥) entonces el 𝑛 −  é𝑠𝑖𝑚𝑜 momento de 𝑋, si existe, se calcula como 
sigue: 
  

𝐸(𝑋𝑛) =

{
 
 

 
 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

∞

−∞

∑𝑥𝑛𝑓(𝑥).

𝑥

 

El 𝑛 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 momento central de 𝑋 se calcula, para variables aleatorias continuas y 
discretas respectivamente, como indican las siguientes fórmulas: 

 

𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑛] =

{
 
 

 
 ∫ (𝑥 − 𝜇)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

∞

−∞

∑(𝑥 − 𝜇)𝑛𝑓(𝑥).

𝑥

 

5 Resumen 

 La esperanza número que indica el promedio ponderado de los diferentes 
valores que puede tomar la variable. 

 La varianza mide el grado de dispersión de los diferentes valores tomados por 
la variable. 
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“Primer momento: Media 

  Segundo Momento: Varianza” 
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